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Streszczenie

Praca przedstawia analize danych doswiadczalnych podlegajacych
dwukierunkowej klasyfikacji hierarchicznej przy. zalozeniu modelu stal ego,
mieszanego lub losowego. Analiza polega na testowaniu hipotez dotyczacych
réznych funkcji para.etrycznych oraz punktowej 1 przedzzaloweJ estymacji
tych funkcji.

1. WSTEP

Praca poswiecona jest analizie dos$wiadczefi dwuczynnikowych, w ktérych
czynniki uporzadkowane s3 hierarchicznie, tzn. tak, Ze poziomy czynnika
séopnia nizszego (B) wystepuja zawsze 'lac}nie tylko z jednym poziomem
czynnika stopnia wyZszego (A). Metody andlizy takich do$wiadczen zaleza od
tego, - ktéry z czynnikéw uznany jest.za statly, ($cislej - o poziomach
ustalonych) a ktéry za losowy (écidlej - o poziomach wylosowanych). W tym
aspekcie rozwazaé¢ mozna trzy sytuacje

‘a) oba czynniki s3 state,

b) czynnik A jest staly, a czynnik B losowy,

c) oba czynniki s3 losowe.

Model matematyczny opisujacy do$w1adczenla w wym1en1onych przypadkach
zwany Jjest odpowiednio w .sytuacji a) modelem stalym, w sytuacji b)
modelem mieszanym, a w sytuacji c)-modélem losowym. y

W pracy analizowad. bedziemy ‘kolejno wymienione wyzZej trzy typy
modeli. Dia kazdego z modeli rozwazymy zagadnienie estymacji punktowej' i
przedzialowej parametr6w modelu oraz zagadnienie testowania interesujgcych
hipo;ez parametrycznych. Przyjmiemy zaloZenie o' jednakowej liczbie
obserwacji dla kazdej kombinacji pozioméw.czynnikéw (jednakowej liczbie

St owa kluczowe: model ‘dwukierunkowej klasyfikacji hierarchicznej, analiza
wariancji, testowanie - hipotez, estymacja punktowa,
przedziat ufnosci

*Ptaca wykonana w ramach problemu CPBP 05.01.-3.9 koordynowanego przez
Instytut Genetyki Ro$lin PAN
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Jjednostek doswiadczalnych). PokaZemy, Ze takie zaloZenie umozliwia peing
analize modelu stalego i mieszanego w oparciu o statystyki o rozkitadach
doktadnych, i Ze jedynie w modelu losowym istnieje koniecznosé posiuzenia
si¢ metodami przybliZonymi. Przyjecie tego zaloZenia umozliwia zatem
przeprowadzenie kompletnej analizy dla szerszej klasy modeli niz modele
catlkowicie ortogonalne, tzn. modele z jednakowa liczba pozioméw czynnika B
wewnatrz kazdego poziomu czynnika A oraz z jednakowa liczba obserwacji dla
kazdej kombinacji pozioméw tych czynnikéw. Z praktycznego punktu widzenia
Jest to dos$¢ wazne zagadnienie, poniewaz, jak podkreslali wczesgniej Arnold
(1981) w przypadku modelu statego oraz Burdick i Graybill (1985) w
przypadku modelu losowego, modele nieortogonalne =z Jednakowg liczba
obserwacji s3 bardzo czesto stosowane w praktyce.

W dalszych paragrafach pracy wykorzystamy rezultaty dotyczace
wiasnodci form kwadratowych zmiennych losowych o rozkiadach normalnych.
Wykorzystamy zatem definicje warto$ci oczekiwanej formy kwadratowej (patrz
np. Rao, 1982, str.238), warunek na to aby forma kwadratowa miata
rogktad chi-kwadrat, oraz warunek niezaleznofci dwéch form kwadratowych
(patrz np. Rao i Mitra, 1971, §§ 9.2-9.4). Rezultaty te umozliwiaja nam
okreslenie rozkiadéw odpowiednich sum kwadratéw z analizy wariancji
poszczegélnych modeli, oraz konstrukcje potrzebnych statystyk.

Dalej w pracy symbolami O, Ia' Ia, Ja oznaczaé bedziemy odpowiednio
macierz zerow3, (axl)-wymiarowy wektor jedynek, (axa)-wymiarowa macierz
jednostkowa oraz (axa)-wymiarows macierz o wszystkich elementach réwnych

jeden. Symbolem ® oznaczaé bedziemy iloczyn kroneckerowski macierzy

a
(patrz np. Rao, 1982, str.47), a symbolem (diag Bi) macierz zdefiniowang

i=1
nastepujgco
B o o o
a 1
(diag B,) = |0 B o o
P i 2
i=1 R P s
(] o O B
a

Ponadto symbolu ~ uzywaé bedziemy w miejsce stwierdzenia "ma

rozktad", a symboli H(-y), IN(-,-), lﬁ, Ivl dla oznaczenia
¢

odpowiednio jednowymiarowego rozkiadu normalnego, N-wymiarowego rozkitadu

normalnego, rozkiadu chi-kwadrat z » stopniami swobody oraz rozktadu ¥ z

ui stopniami swobody dla licznika i vj stopniami swobody dla mianownika.

2. MODEL

Réwnanie dla zmiennej obserwowanej na k-tej Jednostce, potraktowanej
J=tym poziomem czynnika B w obrebie i-tego poziomu czynnika A przyjmuje
nastepujgcg postad
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Vijk = M tagtBiste . (2.1)
Ankywse, Bas J=l,.00,8, k=%, . ¢visD1s

gdzie un jest wspOlnym parametrem reprezentujgcym nieznana $rednia
ogélng, ai reprezentuje nieznany efekt i-tego poziomu czynnika A, ’13
reprezentuje nieznany efekt j-tego poziomu czynnika B w obrebie i-tego
poziomu czynnika A, za$ eijk reprezentuje efekt biedu losowego na k-tej
Jjednostce kombinacji (i,j).
Niech Yy oznacza (Nx1)-wymiarowy wektor zmiennych obserwowanych,
T
gdzie N =n ) 8- Wéwczas réwnanie (2.1) mozZna zapisaé w postaci
i=1
macierzowo-wektorowej jako

y = IN” +Aa+Bf+e ’

gdzie &, B oraz e s3 wektorami o skiadowych odpowiednio a, B orag

ij
eijk’ uporzadkowanych leksykograficznie, a macierze A oraz B s3 postaci.

r
A = (diag ls ) @ ln

i=1 i
4
B = (g:;g Isi) ® ln
Dla wektora y przyjmiemy zaloZenie, ze
y ~ 4 y(Xg, V) )
gdzie Xg jest wartoscia oczekiwang wektora Yy, E(y), a V jest

(nieujemnie okre$long) macierza dyspersji wektora y. Macierz X Jjest
macierz3 znang, specyficzng dla danego ukladu dos$wiadczalnego, a g Jjest
wektorem parametréw statych.

Rozbicie sumy kwadratéw obserwacji Y'Yy na sumy kwadratéw dla
poszczegblnych Zrédet zmiennos$ci prowadzi do tablicy analizy wariancji
przedstawionej w Tabeli 1.

Tabela 1. Analiza wariancji dla podwéjnej klasyfikacji hierarchicznej z
n obserwacjami w kazdej podklasie

Zrédio zmiennosci Sumy Stopnie Srednie
kwadratoéw swobody kwadraty
% -
¥ > Al R Q,
Miedzy poziomami
czynnika A y'Ply vl= r=1 Ql
Miedzy poziomami r
czynnika B wewn3atrz y'P,y v,= Z s.-r Q
A 4 2 S i 2
pozioméw czynnika A i=1
r
Btad eksperymentalny y'P,y v,= N-Ys Q
3 3 y =y o 3
r -
Cat os¢ Y'y N =n 2 s;
=1

"
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Macierze 'o' Pl, P2 i Pa wystepujgce w Tabeli 1 s3 symetryczne,
3
idempotentne i speiniaja warunki P-Pt = 0 , dla m#t, oraz warunek 2 P- =

m=0
!". Macierze te 83 bezpos$rednimi uogélnieniami operatoré6w podanych przez

Khuri’ggo (1984) i moga byé¢ wyraZone nastepujjgco

Po o %JN H

g | 1
'1 ? Eg::s ;ilai).o n Jn- Po %
& 1 1
Py = (disg [, - £ 3, 1) @ 3,
i a :
P3 = (g::g Isi) ® [In_ EJn] .

Natomiast stopnie swobody Vs Ppr Yy i Vg podane w Tabeli 1 sa

odpowiednio $ladami tych macierzy, tzn. % $lad 'i (i=0.1:.2.3),

3. MODEL STALY

W obecnym paragrafie rozwazymy sytuacje, gdy eksperymentator
zainteresowany jest wplywem okres$lonych pozioméw zaréwno czynnika A jak i
czynnika B na badang ceche. Uzyskane obserwacje stanowig zatem prébe
doswiadczalng otrzymana ze specyficznej populacji generalnej - populacji o
uitalonych poziomach obu czynnikéw.

Réwnanie dla (ijk)-tej obserwowanej zmiennej (potencjalnej
obserwacji) mozna tutaj przedstawié¢ w postaci

yijk = mij + eijk ’ (3.1)

gdzie -ij = E(yijk)’ a. eijk jest zmienng losow3 o ktérej zakladamy, Ze
ma rozkiad normalny #(0, a:), dla i=1,....r,-j=1,...,si, oraz k=1,...,n;

nadto o zmiennych eijk zakladamy, 2Ze s3 nieskorelowane, a zatem

niegalezne. Wartos$é¢ oczekiwana miJ mozna rozpisaé w formie modelu
liniowego

mij =m__+ (mi_- ﬁ'.) + (mij- mi.) p

dzi B Y, (% Ya /% 5 /3
3,21e m., = Mm; . S., a m = m. . 8. = S.m. 8. .
R T WO A R v gspperesd syEpely o Yekkigs

Po zdefiniowaniu odpowiednio parametréw

N =R
ai iy m . s 5 e S
Bij= mij_ m, y o] % P =D s 0B s

réwnanie (3.1) przyjmuje postad¢ (2.1).
W rozwazanym tutaj modelu parametrami s3 efekt ogélny u, efekty ai



pozioméw czynnika A, efekty Bij pozioméw czynnika B. oraz nieznana
wariancja biedu o:. 3

Wektor wartos$ci oczekiwanych oraz macierz dyspersji (le)-wy-iarowego
wektora obserwacji y s3 w tym modelu postaci

u)
E(y) = Xg = (lN : A : B) [ ; ]

oraz J

Wartosci oczekiwane $rednich kwadratéw wystepujacych w tablicy 1
otrzymuje sie korzystajgc ze wzoru E(y’Piy) = uio: + g’X’Png (patrz Rao,
1982, str.238), co w rozwazanym tutaj modelu daje

19 - = 2 2
E(Q)) = Nl(u+a ) + B 1%+ 9. ’
. r
n ="12 2n = =
E(Q )= == g s;(a;- a )% T .; s;(a;-a )8, +
i=1 i=1
r
n = = 2 2
+T 28.(3..‘3 )%+ o N
r-1 Pl e T e
'R
3 n i = 2 2
E(Qy) = ¢ .; .; (BIJ- By )% o !
i=1j=1
L st
i=1
4 E(Qs) = 02 )
e P r i S;
gdzie a = (iglsiai)/iﬂsi , B;.= (jEIBiJ)/Si ,
_ £ _ o
B,.=(Xs,B )/L s, -
i=1 i=1
r
Przy uwzglednieniu warunkéw “identyfikacyjnych z siai =0 , oraz
i=1
S.
ZaBij = 0 , wynikajacych z definicji parametréw a; oraz ﬂij powyzZsze
=1
wartosci oczekiwane sprowadzaja sie do postaci
) 2 2
E(Qo) = Npu™+ e ’
r
_ _n 2 2
E(Q,) = —r_liZjlsiai to, ‘(3.2)
rilg,
E(Q) = —2— T T % 4%
r SO ij e
i=1j=1
X s;-r
i=1
18 2
E(Qs) =4 %
Z réwnosci
P.v =02 , i=0,1,2,3 ,
) | e 2

oraz rezultatéw Rao i Mitry (1971, &§§ 9.2—9.43, wynika, 2ze formy



kwadratowe y'Poy/az . y'Ply/o: oraz y'sz/az posiadaja niecentralne

1
stopniami swobody i parametrami niecentralnosci (bez uwzglednienia
wurunkéw identyfikacyjnych) odpowiednio

r
rozktady chi-kwadrat odpowiednio z v°=1, v,t® r-1 oraz LTeE Z s;-r
i=1

2, 2

g'X'POXg/a: N[(u+a ) + B, 1%/0C

r
9'X'P Xg/0’ T s, (3,8, )%1/0]

n . % = @ 13 i
;:T[1§1'i(ai- a )% Ziglsi(ai-a_)ai_+

i=1
oraz
2 n & '2‘:1 - -
’ ’ = — -
9'X'PXg/0, = ¢ g L (By5= By ) /o
i=1j=1
3 s;-r
i=1
podczas gdy forma kwadratowa y'Pay/o2 posiada centralny rozkiad

r
chi-kwadrat =z v3 =N - Z s; stopniami swobody. Dodatkowo 2z wiasnos$ci
i=1

P-Bt = 0, dla m~t, wynika réwniez niezalezno$é¢ tych form kwadratowych
(patrz takze Rao i Mitra, 1971, §§ 9.2-9.4).

Przy uwzglednieniu warunkéw identyfikacyjnych parametry
mniecentralnogci form kwadratowych y'Poy/ai, y’Ply/oz oraz y’sz/a:
sprowadzaj3 sie do postaci

Ty 2 _ g, 2
9'X’P Xg/o_ = Nu“/o_
Ty 2 & B 5 2 2
9'X’P Xg/0, = r_liglsia /oy
oraz
r S.
g'x'rzxg/a: ¥ h Y Z“'Bi /az .
T s, -r i19%1 &
R |
i=1

Przejdziemy obecnie do wyznaczenia ocen punktowych i yrzedzialowych
dla parametréw stalych modelu i dla o: , a takze do testowania hipotez o
parametrach statych. Nasze rozwazZania bedziemy prowadzili przy
uwzglednieniu warunkéw identyfikacyjnych.

Estymatory punktowe dla n o ai oraz B wyznaczamy metoda

ij
najmniejszych kwadratéw. Przy uwzglednieniu warunkéw identyfikacyjnych
ugyskujemy oceny

- 5 | o 1 L 5; 1
s 8 ’ gdzie N, = i 2 z Zyijk ’
i=1j=1k=1
- 2 _ _ 1 s; 1
;= ¥;.." Voo gdzie vy, = = ‘Z g Vijk i=l,...,r, (3.3)
i j=1k=1
- _ s 1 B
Bij= Vg™ Vi .o gdzie Yij-= ;kglyijk y i=1,. 00,1, 0%, 000,85

Ocene punktowa wariancji a: uzyskujemy, w wyniku rozwigzania réwnania

E(Q3) e Q3 )
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w postaci

2200
o8 = Qs . (3.4)

W rozwazanym modelu stalym mamy do zweryfikowania nastepujace
hipotezy HA Y ai= 0, dla i=1,...,r , tzn. hipoteze, 2ze giéwne efekty
czynnika A s3 réwne zeru, oraz hipoteze HBlA & aij= 0, dla i=l,..s,r ,
j=1,...,si, tzn. hipoteze, 2ze giéwne efekty czynnika B w obrebie kazdego
poziomu czynnika A s3 réwne zeru.

Z wczesniejszych rozwazan o rozkiadach i niezaleznosci odpowiednich

form kwadratowych wynika, 2Ze przy weryfikowaniu hipotezy HA nalezy
postuzyé sie zmienng losowa (statystyks)
y ¢ A}
b 4 ’
A 03
ktéra przy prawdziwosci HA ma centralny rozktad ¥ z vl oraz v3
v
stopniami swobody (Tvl) , a przy weryfikowaniu hipotezy HBIA nalezy
3

stosowaé zmienn3g losow3a

. e 1
T b
B|A Q,
ktéra przy prawdziwosci HB|A ma centralny rozktad F z v, oraz vy

v
stopniami swobody (TDZ). Hipoteze HA odrzucamy wiec na obranym poziomie
3

istotnosci a wtedy i tylko wtedy, gdy wartos$é¢ F zmiennej losowej ¥

A A

spetnia nieréwnosd
F, > F
A A, 1
a hipoteze HB|A odrzucamy na tym poziomie wtedy i tylko wtedy, gdy

wartosé F zmiennej losowej spetnia nieréwnosd¢

B|A TB|A

F >~
B|A Aiv,,v, 2

gdzie Fa;vl,u3 oraz Fawz’v3 sa wlasciwymi dla danego a kwantylami
odpowiedniego rozktadu F.

Dla estymacji przedziatowej funkcji parametréw staiych wykorzystamy
fakt, Zze liniowo niezalezZzne wektory n.= Png ) Ny 5 PIXg oraz mn, = PZXg
rozpinaja przestrzen wszystkich estymowalnych funkcji liniowych wektora g
i okre$limy przedziaty ufnos$ci dla funkcji a'ni. i=0,1,2.

W $wietle wczes$niejszych stwierdzen i znanych wynikéw (patrz, np. Rao

i Mitra, 1971, twierdzenie 9.2.1) zauwazamy, Ze

3 s = ., 2 —
(Pi’ ni) (Piy ﬂi)/oe Ivi ) i=0,1,2 ,
oraz, ze 3
- ’ - ) s i i=
(P;y - ny)' (Pyy n;)/v;Q, 7“3 , 1=0,1,2 .

Jednoczesne 100(1-a)%-owe przedziaty ufnosci dla funkcji a'ni sg zatem



postaci
[a'Piy - c, , a’Piy + ¢;] , i=0,1,2, ° (3.5)

- 1211/2
gdzie c = lviQa Fa;vi’v3 a'a) a

Wektory N, m i n, oraz Poy ’ Ply i sz mozna w naszym modelu,
przy wystepujacych warunkach identyfikacyjnych, zapisaé w postaci

n

- - ’ ’ , ’
g B IN ’ n = (alln_l. azln-z,...,a 1 ) §

r ns
r

- ’ ’ ’ ’ - -
Ny = (8141, » Byply ""'Brlrln) v Py =1y

= ’ = ’ e ’ ’
'1, = (all ns,’ azlns ""'arlna ) 3
1 2 r
- , ~ -
Poy = (84,1, 512‘;:"”"’“:;:"
Jebli we wzorze (3.5) dla i=0 przyjmiemy a = IN/N to okreslimy przedzial
ufnosci dla u. Odpowiedni dobér wektora a dla i=1 oraz i=2 pozwala na
konstrukcje przedzialéw ufnosci dla funkcji a. s WEI, JFP
a,t = 1,...,r , 8 8,- 8

£t”
toyk=1,.04,98

’ G.-- at ’

o ! £=1,...,m, L=l e 6B Lales IV 5

{ s & °
e
Przy konstrukcji przedzialu ufnogci dla oz wykorzystamy wczesdniej

saywazony fakt, ze

’ 2 ~ 2
y P3y/ae 1”3 .
Pobierajac state h1 i hz tak, aby
P(hys 22 < hy) = 1-a (3.6)
1 vy 2 o

otrzymujemy 100(1-a)X-owy przedzial ufnosci dla a: w postaci

[ y'Pyy y'Pyy ]

’ " (3.7)
h2 h1

Warunek (3.6) nie wyznacza stalych h1 oraz h2 Jjednoznacznie (patrz,
np. Roussas, 1973, str.340). Tradycyjnym sposobem ich ujednoznacznienia

Jest przyjecie dodatkowego warunku wyraZzajacego sie réwnoscia

= P(xBe < hy) 1,
ua ) }

2 IET
przy ktérym h1 = lvs;l-a/Z oraz h2 = lva.alz

szechnie dostepnych tablic rozktadu chi-kwadrat. Z uwagi na niesymetrie
rozkiadu ch-kwadrat takie ustalanie stalych h

odczytuje sie¢ z pow-

oraz h choé wygodne w

’
praktyce, nie prowadzi, jak pokazali Tate i élett (1;29) do przedziatu
najkrétszego. Odpowiednie tablice rozkitadu ch-kwadrat umozliwiajace prak-
tyczne wyznaczanie przedziatu ufnosci dla wariancji zgodnie z zasadg mini-
mum diugosci, mozZna 2znalezZé¢ w pracy wymienionych autoréw (dla a=0.1,

0.05, 0.01, 0.005, 0.001 oraz »=2(1)29). Ponadto dla wyznaczenia hl oraz
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h2 dla v>29 wykorzystadé moZna procedure Konysa i Molinskiego (1987).
4. MODEL MIESZANY

Rozwa2zmy teraz sytuacje, gdy poziomy czynnika B wewnatrz kazdego
poziomu czynnika A 83 wybrane z nieskoficzonej populacji tych poziombw.
Przyjmujemy wéwczas, 2e efekty aij okreslone w -od;lu (2.1) ss
niezaleznymi zmiennymi -losowymi, kazda o rozktadzie (0, abl.) a nadto
niezalezZnymi c:»d2 zmiennych e jk* o ktérych takze zakladamy, Ze kazda ma
rozktad #(O0, ae) (i=1iesigray j=1,....ni s K81, SRS

Wéwczas réwnanie dla obserwacji yijk daje sie zapisadé jako

Tige "0 t8yt%un o
gdzie

m, = E(y ) =n+ (m-m)

; s r r
przy czym m = ( E si-i)/ 2 s; - Definiujgc teraz odpowiednio parametry,
" i=1 i=1
ot L el (4.1)

uzyskujemy model wyraZzajacy sie postacia (2.1).
Wektor wartosci oczekiwanych oraz _macierz dyspersji dla

(Nx1)-wymiarowego wektora obserwacji y s3a w tym modelu postaci
E(y) = Xg = (1 : A) Pﬂ b
N «

2 2 2 r
- ’ - 2
v = abIA' B’ + G IN = °b|A[(?:?g Isi) ® Jn] + 0o

2
eIN *

Wartosci oczekiwane $rednich kwadratéw daja sie teraz wyrazié (patrz
ponownie Rao, 1982, str.238) wzorami

= 2 2 2
E(Q)) = N(pta )" + A g pategted,
r
. - _n_ - 2 2 2
E(Q)) = 775 i§lsi(a1 a)® +mnop o
L 2 2
E(Q,) = D Ohlat % ¢
& 2
E(Q3} = o, =
- r . T i
gdzie a = ( 2 sipi)/ 2 S;. Warunek identyfikacyjny z siai=0, wynikajgcy
i=1 i=1 i=1

z definicji (4.1) parametrdédw, sprowadza powyzsze wzory do postaci

E(Q) = Nu® + ¥ "ilA" %

1 i iglsiaf i 3 (4.2)
E(Q,) = o °t2,|A* A

E(Q,) = o
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Niech ¥ = n azblA + a: . Latwo zauwazyé, Zze

Piv =z '1 » i=0,1,2 ,

2
P3V = o= P3 .
Z powyzszych faktéw oraz rezultatéw Rao i Mitry (1971, §§% 9.2-9.4),
wynika, 2ze formy kwadratowe 7’?07/! oraz y'Plylt posiadaja
niecentralre roszkiady chi-kwadrat =z vo oraz vl stopniami swobody i
" parametrami niecentralnosci (bez uwzglednienia warunkéw identyfikacyjnych)

odpowiednio

9'X’P _Xg/% = N(u+5.)2/!
orag

g
9'X’P X/t = ;%T.Elﬂi‘“i'“-’zf‘ ‘
i=

podczas gdy formy kwadratowe y’sz/! oraz y'Psy/o: maja centralne
rogkiady chi-kwadrat z v, oraz va stopniami swobody odpowiednio. Ponadto
2 tych samych faktéw oraz z warunku P-Pt = 0, dla mt, wynika niezaleznos$é
wszystkich form kwadratowych.

Przy uwzglednieniu warunkéw identyfikacyjnych parametry
niecentralnogci form kwadratowych y'Poy/t oraz y'Plylz sprowadzaj3 sie
do postaci

9'X'P X/t = NuP/t
oragz
el 2
9'X'P,Xg/% = ;iglsiai/z -

Parametrami w obecnym modelu 83 parametry state poi a; oraz
komponenty wariancyjne abIA i 0:.

Estymatory punktowe parametréw statych otrzymane uogélniongz metoda
najmniejszych kwadratow (patrz np. Searle, 1971, str.87) oraz
komponentéw wariancyjnych otrzymane metod3a analizy wariancji (patrz np.

Searle, 1971, str. 475-476) dostarczajg tutaj ocen postaci

W=y

;1= ;i- = ;_ ’ i=1, s Ty

O |a = 5(8y-0y) (4.3)
i -~

R P
gdzie ;i-- oraz 5‘.. s3 zdefiniowane jak w paragrafie poprzednim.

Dodatkowo w tym modelu interesujgce s3 oceny punktowe ilorazu komponentéw
wariancyjnych 7 = oﬁlA/oz oraz wspbéiczynnika korelacji wewngtrzklasowej

gl 2 2
P = % a/(%p|a* %
tego samego j-tego poziomu czynnika B wewnatrz i-tego poziomu czynnika A

(patrz np. Kempthorne, 1957, str.228, 243-244). Oceny tych funkcji

) bedacego miara stopnia zaleznos$ci dwéch obserwacji z
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uzyskujemy wstawiajac we wzorach je definiujacych w miejsce komponentéw
wariancyjnych ich oceny, mianowicie
- ~2 ~9
7 =0 /o
bla’“e (4.4)

v
"

~2 -2 22
%[/ %p|a* %) -
W modelu mieszanym interesujace s3 hipotezy
e = i o%, =
HA g ai- 0 y dla i=1,. .,r oraz ﬂb|A" deA =0 .

Na mocy rozwazali o niezaleZnosci i rozkiadach form kwadratowych jako
funkcje testowg dla testowania hipotezy HA stosujemy zmienng losows
(statystyke)

v
Ma ona przy prawdziwosci HA rozkiad centralny fvl. Hipoteze HAodrzuca-y
- 2

wiec na obranym poziomie istotnos$ci a wtedy i tylko wtedy, gdy wartosé
FA statystyki rA Jest wieksza od F

a;vl,vz'
Hipoteze Hb|A weryfikujemy w oparciu o statystyke
"
= : s
b|A Q,
n ai A' a: vy
ktéra ma rozktad 3 79 y & przy prawdziwos$ci hipotezy HblA ma
o 3
e

v
rozktad fp? Hipoteze te odrzucamy wiec na poziomie a wtedy i tylko wtedy,
3

gdy wartsé F statystyki 'bIA Jjest wieksza od Fa'

b|A ,uz,va'

Wzorem poprzedniego paragrafu estymacje przedzialowg funkcji
liniowych wektora efektéw statych opieramy tutaj o estymacje funkcji
postaci -'ni y i=0,1, gdzie L Poxg » M= PIXg. W rozwazanym obecnie
modelu zachodz3a relacje

2 ¢

- ’ - =
(Piy - )" (Pyy - m)/C ~ 1oy 0,1,

E(Qz) =z ’

V.
, s i A
(Piy - m)'(Pyy - m;)/v,Q, ~ r"z ’ i=0,1 .

Jednoczesny 100(1-a)%-owy przedzial ufnos$ci dla funkcji n’ni Jjest postaci

[-'Piy -cy .'Pi’ + ci] o im0l (4.5)
gdzie c; = (vin Fa'v 5 ‘,.)1/2. Z uwagi na to, 2zZe n,= u lN P
il 2 -
E. ’ ’ ’ . ~ ’
= (allésl'azlnsz"'"arlnsr) } Po, H 1N ' Pl’ (allnal'
a21;s2""’ar1;sr)" ze wzoru (4.5) uzyskujemy dla i=0 i a = IN/N prze-

dzial ufnosci dla u, a dla i=1 i odpowiedniego a Jjednoczesne
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przedziaty ufnosci dla funkcji a.-, -=1,;...r lub a-— at,
Myl = 1jees, e

Pr:ednial ufnosdci dla liniowej funkcji komponentéw wariancyjnych
p'o = p1 bIA + p2 z wypr;wadzi-y ; oparciu o znajomo$é przedzialédw
ufnosci dla ¢ = n ablA* oe oragz ae. Na mocy wczeéniezjszych rozwazah o
rozkiadach form kwadratowych y'PzY/! oraz y'l’sy/ae , 100(1-a)%-owe
przedziaty ufnodci dla ¢ oraz o: 83 odpowiednio postaci

Y'Pz’ 7"2,
’ ’
ho2 hay
(4.6)
y'Pyy y'Pay
’ ’
h3p by

gdzie h21, hzz, h3l’ h32 spetniaja warunki
2 = —
P(h21 s zpz < hzz) = 1-a ’

P(h s h

n
[
1
Q

2
orf Vfurening)

Zalezno#é miedzy wartotcin:l oczekiwanymi $rednich kwadratéw °2 i Q3
i komponentami wariancyjnymi abIA oraz a2 postaci

£y |

prowadzi do przedstawienia funkcji p’'o jako liniowej kombinacji ¢ i o=
postaci "

gdzie

P R 4 _p_l _p_l_ 2
po=p’kK [cz]'nt"[P n]oe.

Na mocy Khuri’ego (1981) (patrz takze Molinska, Molinski (1988)).

konserwatywny 100(1-a) zx-owy przedziat ufnosci tzn. przedzial o
wspéiczynniku ufno$ci nie mniejszym niz (l—a)z, dla p’o, jest dany wzorem
[ ’ ’ ’ ’ 3
AN R\ L QL e A . A ) (PP o
’ ’ ’ ’
| n h22 2 n h32 n h21 2 n h31 ] 1 2 'n
[ ] ’ ’ ’ 7
p_l . PZ’ +[P = p—l]’ P3y = g PZ, . [P = P_l ]y P37 gdy p,20, p <-’L-1-
’ ’ ’ ’
| n h22 2 n h31 n h21 2 h32 1 1 2 'n
(4.7)
l ) ) ) ’ 1 2
p—l 4 Pz’ +[P - EL]’ Pa' ﬁ' 4 sz + [P = ?i ]y Pa, gdy p,<0, p >P_1
, ' ’ ’
i n h21 2 n h32 n h22 2 n h31 | 1 2 °'n
E ’ ’ ’ ) 7 ’
Py Py +[ El]r’ P,y Py Py ~ [p 11.]7 Py A" e <P1
J ’ — y ’ S
i n h21 2 n h31 n h22 2 n h32 ) 1 2 .n
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Przedziat ufnosci dla y = a:iA/o: wyznaczamy korzystcajac zltaktu,
2e zmienna losowa (ny + 1)63 ma rozkiad Iv:. Dcbierajac state f, oraz
fz tak, aby speitniona byla réwnosé

s

Pty s ¥, 'ty =1,

otrzymamy 100(1-a)%X-owy przedzisl ufnodci dls » postaci

o | 1 i ;
[n [:3 B 1J s £a- 1” p {4.8)
Zgodnie z uwagami poczynionymi w kohAcu poprzedniego paragrafu odpo-
wiedni dobér stailych h21, h
statych fl i fz we wzorze (4.8) pozwala na ujednoznacznienie odpowied-
nich przedziatéw ufnofci. Jak zauwazZono dobér stalych h h h ih

L N 1 < S ) 32
z tradycyjnych tablic rozkitadu chi-kwadrat nie zapewnia konstrukcji opty-

227 h31 i h32 we wzorach (4.6) i (4.7) craz

malnego przedziatu. W konstrukcji przedzialu zgodnie 2z =zasad3a minimum
dtugosci nalezy wykorzystaé tablice Tate’a i Kletta (1959). Dodatkowo
nalezy zwrécié uwage na to, 2Ze oparcie konstrukcji przedziatu (4.7) na
najkrétszych przedziatach ufnosgci dla ¢ i o: daje przedzial najkrétszy w
calej rodzinie przedziaiéw ufnosci dla funkcji p’e (patrz Molinski, 1985).

Z uwagi na niesymetrie rozktadu ¥ wykorzystywanego w konstrukcji
przedziatu (4.8) nie uzyskamy optymalnego przedziatu dla ilorazu » jes$li
wybierzemy state fl i fz z tradycyjnych tablic rozktadu ¥y ti..ekli

przyjmiemy f1 = Fl-a/Z;vs,DZ i fz = Fa/zipavz. W konstrukcji
najkrétszego przedziatu ufnos$ci dla ilorazu » mozna wykorzystad¢ tablice
Kali i Molinskiego (1984) (dla a=0.01 i a=0.05) lub Molinskiego (1985)
(dla a=0.01, 0.02, 0.05, 0.10, 0.20).

W estymacji przedzialowej wspéiczynnika korelac)i wewngtrzklasowej p
wykorzystamy przedziai ufnoséci (4.8). Na mocy faktu, ze Ous ;ff Jjest
funkcja rosnaca », 100(1-a)%-owy przedziat ufnodci dla p jest postaci

min » max 7 (4.9)
min 7+1 o max y+1 : t

gdzie min » oraz max p» Jjest odpowiednio dolng oraz gérng granica
przedziaiuv (4.8).

Tutaj nale?y podkreslic, ze brak Jjest korespondenc ji miedzy

diugosciami przedziatéw (4.8) 1 (4.9). Z uwagi na specyficzng postaé
zaleznosci miedzy P _d. 2 oparcie konstrukcji przedzialu (4.9) o
najkrétszy przedzial ufnosci dla y nie prowadzi do najkrétszego

przedziatu dla p (patrz Molinski, 1985).

5. MODEL LOSOWY

W tym paragrefie przyjmiemy, Ze poziomy czynnika A s3 wybrane losowo z
pewnej nieckofizzone,) populacji tych pozioméw oraz, 2ze poziomy czynnika B

wewngtrz ka’degc z poziomow czynnika A s3 réwniez wybrane z odpowiednich
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nieskoficzonych populacji tych pozioméw. Przyjmiemy zatem =zaloZenie, 2e
ai, 81j oraz eijk w (2.1) dla wszystkich wskaZnikéw 2! Jponk s3
niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach normalnych 2z zerowymi
w;rtoécia-i oczekiwanymi i wariancjami odpowiednio réwnymi oi, agla oraz
g

¥oktor wartosci oczekiwanych oraz macierz dyspersji wektora

obserwacji y 83 zatem postaci

E(y)
v

# 1N ’
gt ., 2 . 2
- A A’ + abl‘l B’ + ael

N

P T 2 ¥ 2
a‘[(giag J’i) ) Jn]+ obl.[(g:;g IB.) ® Jn] + °eIN'

i=1 i

Wartodci oczekiwane #rednich kwadratéw z tablicx analizy wariancji s3
w tym modelu (patrz jeszcze raz Rao, 1982, str.238) postaci

2 2 2 2 2

E(Qo) =N p° + koaa + n °b|a* o, §
k

mi 1 2 2 2

E(Q,) = 331 Tatin % Cidati Caon s 2
(8. 1)

E(Qz) = n °§|a+ o: ’
E(Qy) = ™

r , r r , P
gdzie k_ = n( % s;)/ b3 s; » kj =N-n( ), s;)/ % s; -
i=1 i=1 i=1 i=1

Parametrami w tym modelu s3 stata p oraz komponenty wariancyjne a:,
2 2
abla i Ce.

W rozwazanej w tym paragrafie sytuacji (si. i=l,...,r, nie s3 réwne)
najlepszy estymator punktowy parametru u nie istnieje (patrz Zyskind,
1967). Przyjmiemy zatem postepowanie przybliZone, polegajace na przyjeciq

oceny punktowej parametru pu postaci

PR B (5.2)
Nalezy podkreslié, Ze ocena otrzymana zgoanie z (§.2) nie jest najlepsza.
Warto jednak zauwazyé, Ze przy S ‘i=1,...,r, niewiele réznigcych sie
miedzy sobg ocena ta bedzie w przybliZzeniu najlepsza i przybliZenie to
bedzie dobre. »

Estymatory punktowe konpongntéw wariancyjnych otrzymane metoda
analizy wariancji (patrz Searle, 1971, str.475-476) dostarczaja tutaj ocen

wyrazonych wzorami

~2 _ r-1 "

e s —EI (Q1 Qz) ,

A9 Pigs ¥ .
%h|af a(Q,- Q) ’ (5:3)
~2

G~ Q3

Dodatkowo w obecnym modelu interesujgce s3 oceny wspélczynnikoéw

korelacji wewnatrzklasowych. Stopiefi zaleZnosci dwéch obserwécji z tego
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samego j-tego poziomu czynnika B w obrebie i-tego poziomu czynnika A
mierzymy wspbiczynnikiem

2 2
o o i abll
Pl -

2 2 2
0‘0- Oblnf Oe

zad$ miare stopnia zaleZnos$ci dwéch obserwacji z réznych pozioméw czynnika
B w obrebie i-tego poziomu czynnika A uzyskujemy ze wzoru

02
a

p =
s 02+ 02 + 02
a bla e
(patrz np. Kempthorne, 1957. str.243-244). Oceny punktowe wspéiczynnikéw
pl i 92 uzyékujeny na drodze zastgpienia w powyzszych wzorach_ko-ponentéw

wariancyjnych ich ocenami tj. ze wzoréw

32 2

;. X Qasd obla
= — — s

8 02+ 02 + 02 .

a bla e

; (5.4)

~ o? '
P4 = = =2 =
-2 02+ =

a bla+ %e

W rozwazanym obecnie modelu formy kwadratowe y'sz/Z ofaz-y'Pai/o:;

gdzie * = nc§|a+ OZ’ ma j3 ﬁiezaleZne centralne rozktady ‘chi-kwadrat
odpowiednio z- u2 oraz v, stopniami swobbdy. podczas _gdy y’Poy/l° - oraz
. . k . - W -
y " ; y | P 2 2 181 Lk 20 2 3
b 4 Ply/ll, gdzie lo- kooa + "ob|a+ g Al- g0 "qb|a+.ae .. Die

posiad#ja rozktadu chi-kwadrat o ile nie jest spelniony warunek

sl= Sp= +uw = s, Poniewaz w pracy dopuszcza sie'r62n0$¢ liczebnosci- éi’
B T e o wiec w celu skonstruowania statystyk ‘o  rozktadach ¥
proponujemy, przyjecie pewnego uproszczenia. Uprdszczeqie "to bedzie
polegato na zastgpieniu ko ) kll(r—l) we wzorach -(5.1) przez wspélng
r ! : 3 .
wartosé¢ n §_, gdzie s = E si/r i postepowaniu tak jakby w macierzy V
. 2 i=1 s
wszystkie S i=l,...,r, byty jednakowe, réwne’ s . Wowczas
Ro¥ * AP, .4 " (5.5)
Plv = kPl
: - 2 2 2 - . - -
gdzie A = ns‘oa+ nob|a+ oe » & Y jest macierza powstala z macierzy V
przez zastapienie wszystkich si; X i=1l...,r, przez §_. Wartosci
oczekiwane $rednich kwadratéw Qo oraz Ql mozna zatem aproksymowacd
nastepujaco : ;
E(Q_ ) = Nu' ¥l ofetnns i el
o -“a’ b| e 3
ZN 2 2. (5.6)
.E(Ql) = ns o+ nobl L C .

W sSwietle przyjetych powyzej uprdszc;en mozZna przyjagé, ze forma
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kwadratowa y'Poy/l ma aproksymacyjny rozkiad chi-kwadrat z pe stopniami
swobody i parametrem niecentralnosci Nuzll , a forma kwadratowa y'Plyll
ma centralny aproksymacyjny rozktad chi-kwadrat =z vl stopniami swobody.
podntkowo z (5.5) oraz warunku Pin = 0, 1797=" 0,1%52,8) i®*j, wynika
niegaleznodé wszystkich form kwadratowych.

W modelu losowym weryfikowaé¢ bedziemy hipotezy Hat 02 = 0 oraz
2 a a
ﬂbl.: dbl. = 0. Pierwsza 2z nich weryfikowa¢ bedziemy w oparciu o
. mtatystyke
<
¥ = -Q— ’
- 2

Q
2
F e .
bla 93
Ag il
Statystyka 7. posiada aproksymacyjny rozkiad E’P , a przy prawdziwogci
2
. v B
hipotezy H“ , rozktad fvl (patrz np. Tietjer, 1974). Hipoteze Ha
2

udrgucamy na ustalonym poziomie istotnodci a wtedy i tyiko wtedy, gdy
wartodd F“ zmiennej losowej 7. spelnia nieréwnosd
> F
p. ajv v,
‘rgy weryfikacji hipotezy Hbla postepujemy jak w modelu mieszanym.
Przejdziemy obecnie do oméwienia zagadnienia estymacji przedzialowej
parametrow modelu. Przedzial ufnogci dla u wyprowadzimv w oparciu o
(8.5) oraz fakty wynikajace z ustaleni o rozktadach i niezaleZnos$ci form
kwadratowych, mianowicie
2 .
(Py - ¢ 1N)'(P°Y SH1)/A e~ Ipo (aproksymacyjny)
B(Ql) =1
Yo
(Poy - u IN)'(Poy -u IN)/Q1 ~ ’pl (aproksymacy.ny)

W rezultacie 100(1-a)%-owy aproksymacyjny przedzia?! nfnof-’ <i- i
Jjest postaci
? - ’
[a PY-c, . a'Py+ col «

o 1/2 & "
a;vo,vl' a) E ta/z,ulﬁ’l’N P, IS Mpo

gdzie a = lN/N : cuF (I:OQ1 F

uwzglednieniu faktu, ze Poy = A lN mozna zapisaé¢ wprost joke
[” o ta/z..ulle/N ’ o+ ta/z;leQI/Nl . (5.7

Przedzialy ufnos$ci dla funkcji liniowej komponentow war.arc: jnyct

2 “ 1 2 : . el
p'v = plaa + p2°b|a+ pJﬂ; wyprowadzimy w .parciu o znajcuwes’ proedziatow

ufnosci dla wartosci oczei wazuych $rédn.cl kwadratdw w [ i dla A oraz w



(5.1) dla ¢t i a:. 100(1~a)%-owe przedzialy ufnogci dla tych wielkosci =g

postaci
[y'P,y y'P,y| !
b ’ B » (aproksymacyjny)
L 12 11
[y'P,y y'Pyy]
h ’ h x
L 12 11
y'Py y'P.y]
’
| P2 byt
gdzie hll' h12 s3 tak dobrane, aby
P(h,, = ¥ < h,,) =1l-a
1Y . P 12 J
u hz; h22, h31, h:}2 sa zdefiniowane jak w modelu mieszanym.
alezneddé miedzy komponentami wariancyjnymi a
c-zekiwenymi $rednich kwadratow mozZe byé przedstawiona

me-1er-owc-wektorowej formie jako

X ) o?
a
3 2
14 =L abla ’
2 2
™ o
gdzie
= 3
ns n 1
L= ) n 1
0 0 1

Funkcje p'0 mozZna wowczas przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej

£ i ol jako

(5.8)
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wartosciami

w

A,

najmniej

A A
p'd = P’L—l 14 = d’ I3 :
02 02
e e
gdzie 3
’
L (AR aPgetspByen ueBg
= = b - P3 n .
n s, ns
Niech Fl = Gi & di > 0} 8 T2 I di < 0} > 'I‘l U T2 = T. W Swietle
rezultatow Khuri'ego (1981) konserwatywny, \ % |8 co
lOO(l-a)n(T’%—owv przedziatl ufnosci dla funkcji p’oe jest postaci
imin p'o . max p’'o] ’

gdzie

(5.9)
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. y'P p Y'P.y
-inp'o=£dihi+): 1h1 .
ut ridey i2 ieT, i1
. y'P.y y'P.y
max pinateraigigedas F ripats i, o,
ieT, il ieT, i2

a n(T) oznacza liczebnog$é zbioru T.

Uwagi poczynione w paragrafach poprzednich w odniesieniu do sposobu
ujednoznaczniania przedzialéw ufnoéci, w konstrukcji ktérych wykorzystuje
sie niesyletryczpy rozktad chi-kwadrat, stosuja sie réwniez tutaj w
odniesieniu do wzoréw (5.8) i (5.9).

8. PRZYKLAD

Opisane w paragrafach 3, 4 i 5 metody zilustrujemy na przyktadzie z
zakresu hodowli ro$lin. W dodwiadczeniu badano wysokos$¢ sitonecznika u
potomstwa powstalego ze skrzyZzowania homozygotycznych linii ojcowskich z
homozygotycznymi liniami matecznymi. Uwzgledniono trzy linie ojcowskie,
przy czym dla pierwszej linii badano potomstwo pochodzjce ze skrzyzZowania
z trzema liniami matecznymi, a dla dwéch pozostalych ze skrzyZowania z
czterema liniami matecznymi. Dobér rézZnych iinii matecznych do
odpowiednich 1linii ojcowskich uwarunkowany byl Jjednakowym terminem
kwitnienia ro$lin w tych liniach. Dla kazdej krzyzoéwki linii uwzgledniono
cetery powtérzenia (replikacje), przedstawiajjce pomiary Srédniej
wysokosci z 7 rod$lin na czterech poletkach doswiadczalnych. Wyniki
pomiaréw zestawione s3 w Tabeli 2. g >

Przyjmujac zaloZenie o normalnos$ci rozkiadu qbserwowanych zmiennych,
za podstawe analizy opisanego eksperymentu weZmiemy model (2.i), w ktérym
linie ojcowskie reprezentuja czynnik A, a linie - mateczne czynnik B
"zagniezdzony" w A. Mamy zatem r=3, sl=3, sz=4, 83=4' n=4 oraz N=44. W
rezultacie analizy wariancji przeprowadzonej zgodnie ze wzorami z Tabeli 1
uzyskamy wyniki zawarte w Tabeli 3.

Przejdziemy obecnie do szczegdétowej analizy’ eksperymentu. Jesli
przyjmiemy, Ze bedziemy wnioskowaé¢ doktadnie o tych poziomach czynnikéw A
i B, xtére wystepuja w eksperymencie, to dalsza analiza eksperymentu
przeprowadzona bedzie zgodnie z rozwaZaniami zamieszczonymi w paragrafie
3, tj. w modelu statym.

Warto$ci oczekiwane s$rednich kwadratéw z Tabeli 3 wyliczone wedlug

wzor6éw (3.2) s3 postaci

. 2 2
E(QO) = 44 p~ o+ o,
3 2 o
E(Q) = 2 J s;a] + o
i=1
.
1 2
B(QLn= 52 N1 YiBs ) +ko
2 2i=lj=l 1J e
2
E(Q3) = o,
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Tabela 2. Wysoko#é (w ci) roglin s}onecznika

Linie Linie p Srednie Srednie
oJbou="nat@iles sPoNtorsenis , dla linii dla linii
skie czne matecz. ojcow.
1 115.14 131.14 128.43 120.29 123.75
1 2 82.43 98.14 90.86 79.43 87.72 106.25
3 99.71 115.29 110.43 103.71 107.29
1 86.14 83.43 91.57 73.86 83.75
e 75.00 80.57 80.43 74.71 80.18
2 3 98.00 111.71 113.86 104.71 107.07 86.44
4 85.00 73.71 77.43 62.86 74.75
% 125.00 138.14 136.29 130.71 132.54
2 106.7¢% 112.14 "117.7T4™109.00" "111.11
3 3 115.43 ' 129.14"7132.57 125.29" 124.1Y 119.85
4 108.00 35111.29 :126.00. 101.29. 111.65

Srednia ogélna: 103.99

Tabela 3. Analiza wariancji dla eksperymentu

Z2rédio Suma Stopnie $redni

zmiennosci kwadratéw swobody kwadrat
" 475812.48 1 475812.48

Mindpy Jiniani 9030.58 2 4515.29
ojcowskimi
Miedzy liniami
s == -~ (B 6314.58 8 789.32
(wewngtrz linii
ojcowskich)

Btad 1400.98 33 42.45
Catl osé 492558.62 44

Oceny punktowe parametréw modelu wyznaczone wedlug

s3 nastepujace

p = 103.99

a= (2.26, -17.55, 15.

B = (17.50, -18.54,

12.69, -8.75, 4.2
o= 42.45
e

Hipoteza HA : ai= 0
Wartosdé FA statystyki
F0.05;2,33 = 3.285. Wynik

linii ojcowskich na badang
0.05.

8. T
1)

3

Hipoteza HBIA -

F = 18.594

Obecnie B|A

86)°

1.04, -2.69,
6, -8.21)°

i=1,2,3.

wynosi

Ta

ten oznacza,

ceche nale2zy odrzuci¢ na poziomie istotnosci

0 i=1,2,3

-6.26,

106.
ze hipo

tu

J=1,

’

zachodzi nieréwnosdé

wzordéw (3.3) i (3.4)

20.63, -11.69,

367. ze F,

teze o' jednakowym wpiywie

ZauwazZamy, >

-a

L
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F = 2.235

8la > Fo.o05;8,33

Hipoteze HB!A ralezy odrzucié, co oznacgza, Ze istniejg roéznice miedzy
potomstwem réznych linii matecznych w obrebie co najmniej jednej linii
ojcdgskie].

Jednoczesne przedzialy ufnos$ci dla liniowych funkcji efektéw stalych
okreslamy ze wzoru (3.5). Na przykiad dla i=0, a = 144/44. Poy = 103.99
144 ’ F0.05;1133 = 4,14 . i 03= 42.45 uzyskujemy ze wzoru (3.5) 95
procentowy przedzial! ufnoéci dia py - $redniej ogdédlnej w eksperymencie.

: - - - ’ - s ’ . ’ ’
Podobnie dla i=1, '1’ = (2.26 112 ’ 17.556 116 s 16.86 116) s
Fo 05:2,33 = 3.285 i 03= 42.45 wzér (3.5), dla odpowicdniego doboru

. ’ ’
wektora a, umozliwia konstrukcje 95 procentowych jednoczesnych przedzialéw
ufnosci dla réznic a,- a,, a,- a, oraz a,- das. Dla i=2, sz =

(17.50 1; , -18.54 1; , 1.04 li y -2.69 1; , -6.26 1; »8120.63 1& , —=11.69
’ ’ i ) ’ - 1y = D =
1‘. 12.69. 3%, =8.74 12,. 4.26 14, 8.21 14) > F0.05;8,3U = 2.235 , 03
42,45 oraz odpowiedniego doboru wektora a uzyskujemy 95 procentowe
jednoczesne przedzialy ufnos$ci dla réznic Bkc' ﬂkn ’ k=1,2,3,

4m=l,..0,8; . Przedzialy te zawarte s3 w Tabeli 4.
95 procentowy przedzial ufnos$ci dla a: wyznaczony ze wzoru (3.7)
= 5 L . e =
przy hl- 10.915;33 = 19.0836, h2- 10.025;33- 50.6879 (odczytanych z trady
cyjnych tablic rozktadu chi-kwadrat) oraz y'P3y = 1400.98 (z Tabeli 3)

Tabela 4. 95 procentowe przedzialy ufnosci dla liniowych funkcji efektéw

statych
Funkcja estymowana Przedziat ufnos$ci
H [102.00 , 105.98]
a; - a, [ 13.43 , 26.19]
a; - as [-19.928 , -7.22]
a, - a, [-39.31 , -27.51]
Bll_ Big [16.56 4~ 55.52]
By1- By3 [ -83.02 , 35.94]
Bia~ Bys [-39.06 , -0.10]
Bo1™ Boy [-15.91 , 23.05]
621- 823 [-42.80 , -3.84]
Bo1~ Bay [-10.48 , 28.48)
322- 323 [-46.37 , -7.41]
Boog= Boy [-14.05 , 24.91)
Boa= Boy [ 12.84 , 51.80])
331- Bay [ 1.96 , 40.92]
Bay= Bag [=11.05 ," 27.91]
Bay= Bay [ 1.42 , 40.38]
532- Bag [-32.49 , 6.47]
Baz- Bay [-20.02 , 18.94]
333- Bagy [ -7.01 , ,31.95])




81

wyhosi
[27.64 - 73.41] ’

podczas gdy przedzial o minimalnej diugosci wyznaczony przy h1= 20.3399,
h2= 55.4285 (wyliczonych procedura Konysa i Molinskiego (1987)) jest
postaci

[ 25.28 , 68.88 ]

Jesli teraz przyjmiemy, Ze linie ojcowskie s3 ustalone w
eksperymencie a linie mateczne wewnatrz kazdej linii ojcowskiei wybrane
losowo 2z nieskoliczonej populacji tych 1linii, to analize "eksperymentu
bedziemy prowadzi¢ zgodnie z ustaleniami z paragrafu 4. Wéwczas ;artosci

oczekiwane $rednich kwadratéw ze wzoréw (4.2) przyjma postaci

" 2 2 2
E(Q)) = 44 p +4ab|A+oe o
3
2 2 2
E(Q)) = 2i§lsiai + 4 % * %e .
_ 2 2
E(Qz) = 4 cblA tedy 1
2
E(Qa) i %

Ocenami punktowymi parametréw modelu (patrz (4.3)) sa

pu = 103.99 o
a = (2.26, -17.55, 15.86)'
e
ablA- 186.72
02 = 42.45 .
e
Oceny punktowe ilorazu wariancji oraz wspé!czynnika korelacji

wewngtrzklasowej otrzymujemy z (4.4) w postaci

7 = 4.40
p = 0,81
Hipoteza H, :a;=0, i=1,2:3.
Wartosdé FA statystyki 7A ' wynosi tutaj 5.72. Jest ona wieksza od

wartosci F0 05:2.8 = 4.459. Hipoteze o Jednakowym oddzialywaniu efektéw
- ’ [ d N -
ojcowskich nalezy zatem odrzucié¢ na poziomie istotnogci a=0.05.

3 2 .
Hipoteza HblA "ab{A = 0.

Wartosdé FblA statyst?kl. rbIA wynosi 18.594 i zachodzi

.
.

F = 2.235

bla ” Fo.05;8,33

Zatem na poziom{e istotnosci a=0.05 hipoteze HbIA nalezy odrzucié.
Jednoczesne 95 procentowe przedziatly ufnosci. dla funkcji liniowych
efektéw stalych wyznaczamy ze wzoru (4.5). Przyjmujac w (4.5) i=0,
F0.05;l,8 L < . S Q2 = 789.32 oraz Poy % a jak w modelu statym
uzyskujemy przedziat ufnos$ci dla p. Podobnie, .przyjmujac w .(4.5) i=1,



l° 05:2.8 = 4.459 , Qz= 789.32 oraz sz Jck w modelu statym i dobierajac
. ’ ’

odpowiednio wektor a uzyskamy jednoczesne przedzialy ufnosci dla réznic
.1- 20 @3~ @gs Gy Ag. Przedzialy t= s§ przedstawione w Tabeli 5.

Tabela 5. Dokiadne 95 procentowe przedzialy ufnosci dla funkcji efektéw

statych
Funkcja estymowana Przedzial ufnocgci
] [ 94.25 Y 113.78]
a;~ a, [-12.23 ’ 51.85]
;- ag [-45.64 . 18.44]
a,- a, [-686.07 5 -3.756]}

Dalej wyznaczymy przedzialy ufnod$ci dla kilku funkcji komponentédw
wariancyjnych.

Przedziat ufnosci dla 03 jest taki jak w modelu statym. Przedzial

\fnogei dla oz

b|A wyz;ncsy-y ge wzoru (4.7), przyjmujac Py = 1, Py =
=% g '3 " Togeg:a T S#% . Bag ¥ fodems;s  17-590 .
l31 = 10.975;33 = 19.0836 » h32 = 10.025;33 = 50.6879 oraz

y'?zy = 6314.58 i 7'P3y = 1400.98.

Przedzialy ufnosci dla ? i p uzyskujemy ze wzoréw (4.8) i (4.9)
przyjmujac f1 = 1/F0.025;8,33 = 0.3825 , fz =Py, 025;33,8 ° 3.8777 oras
Q /03 = 18.59. Przedzialy te zamieszczone sz w Tabeli 6.

Dodatkowo w Tabeli 6 zamieszczone 83 réwniez przedziaty ufnosci
wyznaczone dla wyZej wymienionych funkcji zgcdrie 2z zasada minimum
diugosci, tj. dla statych h21= 2.70217, h22= 24.92147 (patrz tablice
Tate’a i Kaletta (1959)), h31= 20.3298, h32= 55.4285 (patrz h1 i h2 dla
modelu statego) oraz f1= 0.2378, f2= 3.1019 (patrz tablice Kali i
Moliriskiego (1984)).

Tabela 6. Przedzialy wufnos$ci dla funkcji komponentéw wariancyjrych w
modelu mieszanym

Funkcja estymowana Przedzial ufnosci
tradycyjny najkrétszy
o? [27.64 , 73.41] [25.28 , 68.88]
2 a
°b|A [71.68 , 717 24] [46.14 , 577.78]
2 [ 25831 , 13997] {0 B8 2 44.07
P [ 0.6 , 0.95] { 0.46 , 0.931%

*
uwaga o dlugosci przedziatu dla p w koncu paragrafu 4.

Wspbéiczynnik ufnodci przedzialéw dla o, r oraz p wynosi 0.95
podczas, gdy wspéiczynnik ufnodci przedziatu dla bIA jest nie mniejszy
niz (0.95)2x 0.90.
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Jezeli dalej zalozymy, 2ze zardéwnc linie ojcowskie jak i mateczne s3
wybrane losowo z nieskoiiczonych populacji tych linii, analize eksperymentu
przeprowadzaé bedziemy zgodnie ze wzorami z paragrafu 5 poswieconego
analizie modelu losowego. Wartus$ci oczekiwane $rednich kwadratéw wedlug
(5.1) sg3 nastepujace

E(Q) = 44x° + 14.9107 + 4o§|a + o2
E(Q) = 14,5102 + 4a§|‘ +o2
E(Q,) = 4°§|a + "Z y
E(Qa) = 02 3

Woéwczas oceny punktowe parametidw modelu uzyskamy ze wzordw (5.2) oraz
(5.3) a oceny wspéiczynnikéw p, oraz p, ze wzordéw (5.4).
S3 one nastepujace :

= 103.99
2 . 256.26 ,
a
2 - “
e = 18872,
o = 42.45
e
oy-= 091 - 4
py = 0.53 o

Jak zauwazono w paragrafie 5 ocena punktowa parametru u Sredniej w
eksperymencie nie jest tutaj najlepaza, a jest tylko w przyblizenia
najlepsza.

Wartodéci oczekiwane $rednich kwadratdw wediug (5.6) dla Qo i Ql oras
wedlug (5.1) dla Q2 i Qa 83 odpowizdnio réwne

= 2 2 e 2
E(Qo) = 44 p° + 14.67 9. + 4 abla + 9.
= 2 R 2
E(Ql) = 14.67 o, + 4 abla + ae
= 2 2
E(Qz) = 4 abla + Ge
2
E(Q,) = o,
Hipoteza H_ : 02 = 0.
a a
Wartosd Fa statystyki Tu wynosi tutaj 5.72 i Jjest wieksza od

F0.05;2,8 = 4.,459. A zatem na poziomie istotnosci a=0.05 hipoteze E.
odrzucamy.

Hipoteza Hb{a 4 Jila = 0 takze zostaje odrzucona na poziomie
istotnosci a=0.05, co zostuio pokazane wczesniej przy analizie modelu
mieszanego. 95 procentowy orzedzial ufnosci dla p wyznaczamy ze Wwzoru

(5.7) biorac t0.025;2 = 4,391, Jesi on postaci

i60.42 , 147.56]

Przedziatly ufnoséci dla komponentéw wariancyjnych wuzyskamy z (5.9)
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) =g 20 N e i .
biorgc h11 = 10_975;2 = 0.0§ ’ hl?' 10.025;2 = 7.378 (z tradycyjnych
tablic rozk!adu'ch—kwadrat) lub hll 0.1025 , h12= 21.4812 (z tablic
Tate’a i Kaletta ,(1958)), Yy Ply = 9030.58 oraz h21' hzz, hal'. 320 ¥ sz

i y'Pay Jak w.iodelu'lieakany-. Przedzla!y te przedstawione s3 w Tabeli 7.
Wspéiczynnik ufnosgci. przedziatu dla ‘cz wynosi 0.95, podczas gdy
wspétezynnik ufnosci pozostalych dwéch przedzialéw jest nie mniejszy niz
(0. 95) ~ 0.90. '

Tabela 7.'Przedzia{§ ,ufnoéciA dla: komponentéw wariancyjnych w modelu

losowym
Funkcja estymowana - Przedzial ufnosgci
i 2 tradycyiny najkrétszy
o? [27.64 , 73.411 [ o0 , 5988.40]
554; [71.68 , .. 717.24] [46.14 , 577.,78]
o’ [ o , 12257.10] [25.28 , 68.88]

w komentaréu do Tabeli 7 nalezy zwrécié uwage na fakt, 2ze ze wzgledu
na nieujemnoéé kOnponentOH. wariancyjnych przedzialy ufnogci’ dla az
zostaly zmodyfikowane przez zastgpienie zerem ich lewej granxcy, ktéra w
istocie okakala sie ujemna (blizszego uzasadnienia takiego postepowania
nalezy ‘szukaé np. w monografii Coxa i Hinkleya, 1974, str. 224).

Podsunowuaac przeprowadzon3g w obecnym paragrafie analize eksperymentu
pragniemy zwrdcid uwage na konsekwencje wynikajace z d3zenia do uogdlnien
we wnxoskowanxu. Naturalnym postepowaniem eksperymentatora Jjest
Przeprowadzenie wstepnej analizy doswiadczenia warunkowo jak w modelu
statym, nawet wéwczas, gdy poziomy bytly wylosowane 3z nieskonczonych
populacji, a pPéZniej prébowanie dokonywania uogélnieri na odpowiednie
populacje. Nalezy Jjednak zwrécié uwage na to, 2ze takie bezposrednie
uogélnienie moze prowadzié do mylgcych wnioskéw. Jako przykiad to
poksquacy moZe postuzyé tutaj test stuzgcy do weryfikowania hlpotezy o
Jjednakowym wpiywie linii ojcowskich na badang ceche w modelu statym i
mieszanym. Hipoteza ta zostata wprawdzie odrzucona (na ustalonym poziomie
istotnosci) w obu sytuacjach, lecz analiza przedziaiéw ufnos$ci dla réznic
miedzy efektami 1linii ojcowskich pokazuje wyraznie, 2e wnioskowanie na
podstawie modelu "wezszego" nie Jest stuszne w ogélniejszej sytuacji.
Powazng konsekwencjag dazenia do uogbélnienia wnioskéw na odpowiednie
populacje jest strata na doktadnogci. Wyraza sie ona na przykiad w
dtugos$ci odpowiednich przedziatéw ufnogci (w sytuacji ogélniejszej
przedzialy wufnogci dla funkcji efektéw statych okazuja sie znacznie
dtuzsze). Dodatkowo nalezy tutaj podkres$lié¢, ze dazenie do ogélniejszych
wniosk6éw prowadzi do natozenia wyzszych wymagan na planowany eksperyment.
Nalezy zauwazyé, ze w sytuacji modelu statego i mieszanego dla wykonania
pelnej analizy w oparciu o statystyki o rozktadach doktadnych wystarczato

zatoZzenie o jednakowej liczbie Jednostek doswiadczalnych podczas, gdy w



sytuacji modelu losowego tak’: zaloZenie nie jest wystarczajace. Tutaj,
przeprowadzenie analizy w oparciu o metody dokiadne wymaga dodatkowo
zalozenia o jednakowej liczbie poziomdw czynnika stopnia niZszego wewngtrs
kazdego poziomu czynnika stopnia wyZszego, tj. posiuZenia sie modelem
catkowicie ortogonalnym.
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THE ANALYSIS OF A TWO-FCOLD NESTED CLASSIFICATION

Summary

In this paper the analysis of experimental data from a two-fold
nested classification under the fixed, mixed and randiom wmodel is
presented. The analysis contains testing of hypotheses concerning various

parametric functions and the point and interval estimation of them.

Key words: two-fold nested classification model, analysis of variance,
hypotheses testing, point estimation, confidence ianterval



